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	Titel:
	Mathematische Problemlöseaufgaben zum Fußball – Die WM 2018

	Reihe:
	Materialserie aus Beispielmaterialien

	Bestellnummer:
	58074

	Kurzvorstellung:
	· Problemlösen ist seit einigen Jahren fester Bestandteil der Kernlehrpläne und Teil der prozessbezogenen Kompetenzbereiche, die vor allem bei der Lernstandserhebung in der 8. Klasse von Bedeutung sind.

· Das vorliegende Material bietet verschiedene Problemlöseaufgaben zu einem aktuellen Thema, der Fußball-WM, und schafft es so, auch „Mathemuffel“ für dieses Aufgabenfeld zu begeistern.
· Probleme bieten Gelegenheiten, Mathematik individuell und aktiv zu erleben statt sie passiv zu reproduzieren. Sie füllen Mathematik mit Sinn und wirken als Motivationshilfen, die Emotionen und ein Gefühl für Ästhetik mit ihr verbinden kann. Das Problemlösen dient außerdem als Grundlage, Kinder auf lebenslanges Lernen vorzubereiten und festigt somit eine wichtige Schlüsselkompetenz.

	Inhaltsübersicht:
	· Allgemeines zum Problemlösen

· Tipps und Tricks zur Unterrichtsplanung

· Problemlösestrategien für Schüler

· Umfangreiche Aufgabensammlung
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1.  Allgemeines zum Problemlösen
Das folgende Material behandelt das Problemlösen im Mathematikunterricht. Dieser Begriff ist wesentlicher Bestandteil der Mathematik, so wie wir sie heute verstehen. Die Wichtigkeit des Problemlösens scheint also unbestritten, jedoch herrschen große Uneinigkeiten über seine genaue Definition und darüber, wie seine Handhabung im Unterricht aussehen könnte.  

1.1 Was genau heißt Problemlösen eigentlich? 

Im sehr weiten Sinne könnte Problemlösen i. A. durch den Äquilibrationsprozess Piagets erklärt werden, der Überwindung einer Barriere und dem Erreichen eines erwünschten Zielzustands. Häufig wird dabei, vor allem im Mathematikunterricht, das Problemlösen mit dem Bearbeiten einer Textaufgabe assoziiert. Dabei ist, wie man meinen könnte, nicht jede Aufgabe passend. Als wichtigsten Aspekt beinhaltet es, dem Schüler
  Gelegenheiten zum Entfalten individueller Ideen zu geben. 

Gerade für den jungen Schüler hat dabei die Modellierung von Aufgaben eine hervorgehobene Bedeutung. Sie steht zunächst als „Auffinden interessanter Sachverhalte“ (Leuders, 2003) vor der beweisenden Mathematik, auch oder gerade wegen der sich erst langsam entwickelnden Abstraktionsfähigkeit. Des Weiteren findet das Problemlösen sicherlich nicht nur im Mathematikunterricht statt. 

Die Schwierigkeit besteht meist darin, den Bogen zu spannen von Problemen, die mit schlichtem, unreflektiertem Rätseln gelöst werden, zu Problemen, die zu mathematischen Inhalten hinführen sollen. Hier spielt der Begriff „Mathematik Betreiben“ als Finden, Lösen und Weiterentwickeln eines Problems eine zentrale Rolle, d. h. also, es muss ein Erkenntnisgewinn stattfinden, der mathematische Begriffe und das mathematische Denken betrifft. 

Wie abgedroschen dies alles klingen mag – es ist nicht einfach, diese „Forderungen“ an einen problemlöseorientierten Unterricht zu erfüllen.  
1.2 Wie kann also Problem-lösen praktiziert werden? 

Im Weiteren fehlt es häufig an Vorstellungen, wie Problemlösen im Unterricht konkret aussehen kann. Hierbei sind zunächst 4 Kriterien (Leuders, 2003) zu nennen, die ein „gutes“ Problem ausmachen könnten: 

1. Ein gutes Problem führt zu allgemein mathematisch lösbaren Strukturen und gleichzeitig zu übergreifenden Zusammenhängen. 2. Ein gutes Problem kann sich durch die Möglichkeit zu andersartigen Lösungswegen kennzeichnen. 3. Des Weiteren kann sich ein Problem durch eine leichte Zugänglichkeit für den Schüler auszeichnen, z.B. durch den Kontext. 4. Schließlich ist es zudem möglich, das Problem so zu gestalten, dass der Schüler eine eigene Strategie aus bereits Bekanntem entwickeln muss oder auch aus einer Kombination von bekanntem Wissen.

Bei geeigneten Problemsituationen findet sich außerdem häufig eine gewisse Offenheit im Lösungsweg oder sogar der Lösung (=d.h. es ist kein Lösungsweg vorgeschrieben oder sogar keine bestimmte Lösung). Kennzeichnend für das Problemlösen ist somit die Ermöglichung von differenzierendem Unterricht, d.h. jeder Schüler kann so voranschreiten, wie es ihm selbst möglich ist.  

Grobe Struktur einer Stunde/Einheit
[image: image5.jpg]SCHOOL-SCOUT.DE




   Ende der Stunde

2. Tipps und Tricks zur Unterrichtsplanung

2.1
Das Forschungsheft 

   (nach Leuders, 2003)
Während des Unterrichts empfiehlt sich die Führung eines „Forschungsheftes“. Die zur Verfügung gestellten Problemsituationen machen eine Formulierung von Kernideen nötig. Die Probleme sind weitestgehend offen, unstrukturiert und authentisch, was zu einer gewissen Komplexität führt, die ein kooperatives und soziales Miteinander-Lernen erforderlich macht. Die Schüler entwickeln Fragen, Probleme, Hypothesen, Verfahren und Begriffe miteinander auf Grundlage der Problemsituationen. So soll u. a. auch das mathematische Kommunizieren und Argumentieren geübt werden. 

Eine Strukturierung des Forschungsheftes könnte beispielsweise wie folgt aussehen:
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2.2 Wie werden Aufgaben geöffnet?

An dieser Stelle muss zunächst eine Begriffsabgrenzung stattfinden. Eine „Aufgabe“ zielt meist auf eine bestimmte Lösung ab, wohingegen eine „Problemsituation“ im 
Anfangszustand, Endzustand und im Lösungsweg offen ist. Dazwischen existieren einige Zwischenstufen, die hier schemenhaft abgebildet sind:

[image: image7.png]1. Datum und Thema

¢ passender Titel zur Stunde wird vom Schiler nachtréglich
entwickelt

2. Fragestellung oder Problem

e Schiler entwickeln aus Problemsituation eigene Fragestellungen

3. Dokumentation der Uberlegungen zu Lésungsideen

¢ Welche Informationen werden bendétigt? Was sind eure
Vermutungen? In welchen Schritten geht ihr vor? Welche Ziele
verfolgt ihr? Welche Fehler wurden gemacht?

4. Dokumentation der endgiiltigen Losung

5. Allgemeine Merksatze, Definitionen, Regeln





Die Offenheit von Aufgaben kann also darin bestehen, dass




- sie mehrere Lösungen zulässt




- ein Kontext zu einer formalen Darstellung hinzugefügt werden muss

- die Wahl einer Lösungsmethode frei ist, d.h. auch, dass zuvor im Unterricht keine Methode favorisiert wurde (!) 

- geschätzt, überschlagen und gerundet werden muss, siehe „Fermi-Aufgaben“

- Informationen aus einer „normalen Aufgabe“ weggelassen werden, wie z.B. Weglassen von Größenmaßen

Mit diesen Aspekten können übrigens ganz einfach selbst „Offene Aufgaben“ hergestellt werden! Vergleichen Sie dazu auch mit den Aufgaben aus der Aufgabensammlung unter 4.

2.3 Wie kann der Problemlöseunterricht konkret gestaltet werden?
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                Wichtig ist:

3. Problemlösestrategien für Schüler
3.1 Heuristische Strategien 

      (vgl. Polya, 1949; Winter, 1989)

In der Literatur existieren viele verschiedene Strategien. In dem Buch von Fuchs (2006) (siehe Literatur) findet sich eine gute Übersicht und detaillierte Beschreibung der verschiedenen Autoren. Im Folgenden finden sie eine hilfreiche Auflistung der von Schülern häufig eingesetzten Strategien. Zur Bewusstmachung sollten sie zu gegebenem Anlass angesprochen werden.
	Heuristische Strategien

(nach Polya, 1949; Winter, 1989; u.A.)

	· Komplexes Problem in Teilprobleme zerlegen

	· Skizzen zur Verdeutlichung anlegen

	· Mit Tabellen arbeiten zur eigenen Verdeutlichung, Präsentation etc.

	· Perspektive wechseln (Sachen von einer anderen Seite betrachten)

	· An eine frühere ähnliche Aufgabe erinnern

	· Umdeuten einer Situation

	· Sonderfälle betrachten

	· Vermutungen aufstellen und prüfen

	· Schätzen, Überschlagen von Ergebnissen
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Hier bietet es sich an, die einzelnen Strategien von den Schülern auf Kärtchen schreiben zu lassen. Auf die Rückseite jeder Karte kann dann zu gegebener Zeit ein dazu passendes Beispiel ergänzt werden. Somit bekommt der Schüler sein eigenes Problemlöse-Strategien-Repertoire. Folgende Tabelle kann auch als Kopiervorlage benutzt werden:

	Komplexes Problem in Teilprobleme zerlegen
	Skizzen zur Verdeutlichung anlegen
	Mit Tabellen arbeiten

	Perspektive wechseln
	An eine frühere ähnliche Aufgabe erinnern
	Umdeuten einer Situation

	Sonderfälle betrachten
	Vermutungen aufstellen und prüfen
	Schätzen, Überschlagen von Ergebnissen


Selbstverständlich existieren noch jede Menge weitere Strategien, für die auch Kärtchen hergestellt werden können. Leuders (2003, S.132-135) beschreibt viele ausführlich.
4. Aufgabensammlung

Problemlöseaufgaben und Kopiervorlagen zur WM 2018
Russland
Die folgende Aufgabe ist eine Abwandlung einer Aufgabe des Pisa-Tests:

Die Fußballweltmeisterschaft 2018 findet in Russland statt. Unten siehst du eine Karte Russlands. Versuche mit Hilfe des Maßstabs herauszufinden, wie groß Russland ungefähr ist. Dokumentiere dein Vorgehen und erkläre deine Schätzung! Recherchiere die exakte Lösung.
(Du kannst auch in der Karte zeichnen)
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Zusatzfrage:

Wie viel Kilometer vom Umfang Russlands liegen am Meer? Recherchiere!
Austragungsorte
Nehmen wir mal an, die deutsche Mannschaft möchte alle Austragungsorte besuchen. Dies sind Jekaterinburg, Kaliningrad, Kasan, Nischni Nowgorod, Moskau, Rostow am Don, Samara, Saransk, Sotschi, Sankt Petersburg und Wolgograd. Das Quartier der deutschen Mannschaft befindet sich in Moskau. 
Wie viele Kilometer müssen sie zurücklegen, um von ihrem Quartier aus zu jedem der Orte zu gelangen? Wie viele Kilometer legen sie dann in Russland insgesamt zurück? (Tipp: perspektive Verzerrung beachten).
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Zusatzfrage: Welche Reichweite benötigt ihr Transportmittel, wenn sie alle Austragungsorte erreichen wollen?

Stadionbau mit Würfeltreppen

Beim Bau eines WM-Stadions wurde folgendes Modell benutzt: Für jeden Würfel, von dem aus man das Spielfeld sehen kann (alle sichtbaren dunklen Oberseiten), zählt man 650 Sitzplätze: 

1. Stufe
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(Bremsweg + Reaktionsweg + Lange)



[image: image16.png]


[image: image17.png]Bemerkung:
Bei einem Stau im Stralenverkehr wiirde
beim Bremsweg normalerweise die
Verzégerung des Fahrzeugs avgmd die
Reaktionszeit des Fahrers ( ; ) eine Rolle
spielen sowie beim Reaktionsweg die
Reaktionszeit T und die Geschwindigkeit v.
Die endgiltige Formel wirde somit lauten:

v
n(v) = v

— +T*v+L
2a

Diese wiarde fur eine ,Schlange* mit
Menschen allerdings unerheblich sein, sodass
dies in dem folgenden Beispiel auller Acht
gelassen werden darf.
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(nach Leuders, 2003)
Aufgabentyp: Anfangszustand: | Losungsweg: | Endzustand:
- geldste Aufgabe => bekannt bekannt bekannt
- ungeldste Aufgabe => bekannt bekannt offen
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- Problemaufgabe = bekannt offen offen
- Umkehr Problemlésung => offen offen bekannt
- Erfinden einer Aufgabe => offen bekannt offen
- Problemsituation => offen offen offen







2. Stufe







a) Wie viele Sitzplätze besitzen die ersten beiden Stufen des Stadions jeweils?

b) Wie viele Sitzplätze würde das Stadion in der 3. Stufe besitzen?

c) Wie viele Sitzplätze bekäme man in einem Stadion der 10. Stufe?

d) Wie viele Sitzplätze entstehen in der n-ten Stufe? 

Findet eine allgemeine Formel!

e) Denke dir andere interessante Würfelstadien oder Bauwerke aus!

Ablösesumme

Einer der Stars im Vorfeld der Weltmeisterschaft 2018 ist der Brasilianer Neymar da Silva Santos Júnior. Dieser wechselte im Sommer 2017 für eine Rekordablösesumme von 222 Millionen Euro vom FC Barcelona zu Paris Saint Germain. Stell dir vor, man hätte das Geld in Koffern von Katar nach Barcelona tragen müssen. 
Wie viele Koffer wären dann gebraucht worden, wenn man sie nur mit 100 € - Scheinen füllt?



Stauproblem

Jeder kennt das Problem: Stau auf dem Weg zum Fußballstadion! Es ist kein Unfall passiert, keine Baustelle weit und breit und trotzdem staut sich der Autobahnverkehr, bis er nahezu still steht. Es sind schlichtweg zu viele Fahrzeuge auf der Straße. Folgende mathematische Beziehungen beschreiben dieses Phänomen: 


n = Anzahl der Autos pro Zeiteinheit

v = Geschwindigkeit des Autos 

            n =

p = Platz, das ein Auto benötigt  

p = Bremsweg + Reaktionsweg + Länge des Autos

Dies ist also die entscheidende Formel:   


n  = 

Einen „Stau“ gibt es auch in anderen Situationen! Stell dir vor, du arbeitest an der Stadionkasse in einem der Stadien der Europameisterschaft. In kurzer Zeit kommen dort tausende Menschen und wollen durch eine Öffnung, durch die die Personen nur einzeln hintereinander passen und nicht überholt werden dürfen! Wende das Stauproblem auf diese Situation an! 

Wie verhalten sich die Variablen zueinander? 
Wann kommen die Personen schneller durch den Eingangsbereich? 

Wie groß ist der Platz? 
Der Rote Platz ist der bekannteste Platz in Russland. Er wurde zusammen mit dem angrenzenden Kreml 1990 in die Liste des UNESCO Weltkulturerbes aufgenommen. Stell‘ dir vor, du bist vor Ort und beobachtest den Platz von der Stelle aus, wo dieses Foto geschossen wurde, als jemand sagt: „Wie groß mag der Platz wohl sein?“ Wie groß schätzt du den Platz ein? 
Auf mehreren Turmspitzen des Kreml leuchten große rote Sterne aus der Zeit des Kommunismus (siehe den Nikolausturm links auf dem Foto). Wie hoch schätzt du ist der Nikolausturm inklusive des Sterns? Gib‘ jeweils eine plausible und gut begründete Lösung an!
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(Foto von Christophe Meneboeuf, wiki commons)
Lösungshinweise
1) Der Umfang Russlands beläuft sich auf etwa 60.061 km, darunter 37.653 km Küstenlänge.

2) Dies sind die runden Entfernungen:

Moskau-Jekaterinburg: 1.417 km

Moskau-Kaliningrad: 1.025 km

Moskau-Kasan: 719 km

Moskau-Nischni Nowgorod: 402 km

Moskau-Rostow am Don: 959 km

Moskau-Samara: 857 km
Moskau-Saransk: 513 km
Moskau-Sotschi: 1.360 km
Moskau-Sankt Petersburg: 635 km
Moskau-Wolgograd: 913 km
Insgesamt legen sie also rund 17.600 km (jeweils hin und zurück) in Russland zurück. Der am weitesten von Moskau entfernte Austragungsort ist Jekaterinburg mit einer Luftlinie von 1.417 km.
3)
a) Wie viele Sitzplätze besitzen die ersten beiden Stufen des Stadions jeweils?
Zu Anfang gibt es 20 Quadrate mit jeweils 650 Plätzen: 20*650 = 13.000

Der zweite Ring wird um den ersten herum gelegt. Es kommen also 8 Quadrate dazu: 28*650 = 18.200

b) Wie viele Sitzplätze würde das Stadion in der 3. Stufe besitzen?
Für jeden weiteren Ring kommen 8 weitere Quadrate dazu (für jede Ecke immer 2), also besitzt die 3. Stufe 36*650 = 23.400 Sitzplätze. Gemeinsam mit den ersten beiden Stufen ergeben sich 13.000 + 18.200 + 23.400 = 54.600 Sitzplätze.
c) Wie viele Sitzplätze bekäme man in einem Stadion der 10. Stufe?
Eine mögliche Formel für die Berechnung der Sitzplätze auf der n-ten Stufe: 

(20 + (n-1) *8) * 650 

Für die 10. Stufe ergeben sich (20+9*8) * 650 = 59.800 Sitzplätze.

Zusammen mit den anderen Plätzen: 59800+54600+49400+44200+39000+33800+28600+54600 = 364.000
d) Wie viele Sitzplätze entstehen in der n-ten Stufe? 

Findet eine allgemeine Formel!

((20 + (n-1) *8) * 650), (n*8+12)*650, ...
4) Bei dieser Aufgabe ist eine Dokumentation und die spätere Präsentation des Lösungsweges durch den Schüler besonders wichtig! Die Aufgabe kann vollständig durch Schätzungen gelöst werden, sodass die Lösung offen bleibt. Es kann auch die Abbildung für eine Schätzung benutzt werden. Eine weitere Möglichkeit ist, dass man Gelegenheiten zur Recherche schafft (Internetzugang, Texte, Bücher etc.). Fragen sind hierbei: Wie sind die Maße eines 100 € - Scheines? Wie dick ist ein Schein? Welche Maße soll der Koffer haben (eventuell bietet sich eine Einigung auf eine bestimmte Koffergröße an)?
5) Je höher der Wert von v und je niedriger der von p ist, umso höher ist der Wert von n, und mehr Menschen können den Eingangsbereich schneller passieren. Mit sinkendem Wert von n verlängert sich der Stau.
6) Die Größe des Roten Platzes und die Höhe des Nikolausturms können unter Berücksichtigung der Entfernung des Fotografen im Vergleich zum Umfeld grob geschätzt werden. Der Rote Platz ist etwa 330 m lang und 70 m breit, der Nikolausturm ist inklusive Stern gut 70 m hoch – exakt sind es 70,4 Meter.
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